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ESERCIZIO 1 

Si consideri il sistema lineare di ordine 2 rappresentato dai seguenti diagrammi di Bode: 

 

 

A. Si determini analiticamente l’espressione della funzione di trasferimento G(s) del sistema. 

Si osservi che: 

 Dato che |G(jω)|= 20 dB per   0, | |=10 in scala lineare. 

 Dato che ∡ G(jω)=0 per   0, il segno del guadagno   è positivo. 

 La funzione di trasferimento G(s) presenta un polo, con parte reale negativa, in corrispondenza 

di   =   rad/s (cambio di pendenza di -20dB/dec nel diagramma del modulo, corrispondente 

a uno sfasamento negativo di 90 gradi nel diagramma della fase). 

 Dato che, in corrispondenza di  = 2 rad/s, il diagramma della fase presenta uno sfasamento 

negativo di 180 gradi, esistono delle singolarità in questo punto. In particolare, dato che non si 

testimonia nessun cambio di pendenza sul diagramma del modulo, esisterà un numero di poli 

pari al numero di zeri in corrispondenza di  = 2 rad/s. Dato che il sistema è di ordine 2 (due 
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poli in tutto) in corrispondenza di  = 2 rad/s si evince la presenza di un polo (con parte reale 

negativa) e uno zero (con parte reale positiva), entrambi caratterizzati da un contributo 

negativo sul diagramma della fase. 

In base a queste considerazioni la funzione di trasferimento del sistema risulta: 

 ( ) =  0
  

 
2

(   )(  
 
2
)
 

 

B. Si risponda alle seguenti domande: 

a. Presenta poli instabili? No. 

b. E’ a fase minima? No (c’è uno zero con parte reale positiva). 

c. E’ strettamente propria? No. 

d. Ha tipo g=1? No. 

e. Qual è il guadagno di G(s)?  =  0. 

f. Quanto vale la costante di tempo del polo dominante?  =   unità di tempo. 

C. Si calcoli la risposta forzata del sistema ad un ingresso  ( ) =     . 

Si calcola che 

 ( ) =  ( ) ( ) =   0
  2

(   )(  2)(   )
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dove U(s) e Y(s) rappresentano, rispettivamente, la trasformata di Laplace di u(t) e di y(t). Utilizzando 

il metodo dei residui, si calcola che  =   ,  =   0,  = 2 . 

Antitrasformando la funzione Y(s), si ottiene che 

 ( ) = (       0     2     )   ( ) 

  



ESERCIZIO 2 

Si consideri il seguente schema a blocchi: 

 

A. Trovare la funzione di trasferimento equivalente tra l’ingresso u e l’uscita y.  

La funzione di trasferimento corrispondente è: 

    ( ) =   ( )  
  ( )

  
  ( )

    ( )

=   ( )  
  ( )(    ( ))

    ( )    ( )
 

B. Esiste nello schema a blocchi in figura una (o più) funzione di trasferimento la cui asintotica 

stabilità è necessaria per garantire la asintotica stabilità dell’intero sistema? 

Per garantire che il sistema complessivo sia asintoticamente stabile è necessario che la funzione di 

trasferimento   ( ) sia relativa a un sistema asintoticamente stabile. Infatti, non essendo tale sistema 

inserito in anelli di retroazione, i suoi autovalori risultano essere parte degli autovalori del sistema 

complessivo. 

 

ESERCIZIO 3 

Si consideri il sistema di ordine 2 avente la seguente funzione di trasferimento 

 ( ) =
 

      
 

A. Si analizzino le proprietà di stabilità del sistema ad anello chiuso in figura: 

 

nei seguenti casi: 

a.  ( ) =   

b.  ( ) =
 

 
 



c.  ( ) =
 

 
(   ) 

Caso a: 

I diagrammi di Bode del modulo e della fase di L(s)=R(s)G(s) sono 

 

Le condizioni di applicabilità del criterio di Bode sono verificate. Infatti 

 L(s) non presenta poli a parte reale positiva. 

 Il diagramma del modulo di L(s) attraversa una sola volta, dall’alto in basso, l’asse a 0 dB. 

 L(s) è strettamente propria.  

Si calcola che: 

 Il margine di fase di L(s) è   >0 in quanto la fase critica  0    >-180. 

 Il guadagno di L(s) è  =  >0 

In base al criterio di Bode, il sistema ad anello chiuso corrispondente è asintoticamente stabile. 

Inoltre: 

 Il diagramma asintotico, per    , ha l’andamento di  ( ) =
 

  
. Il valore di   , cioè la 

pulsazione in corrispondenza della quale avviene l’attraversamento dell’asse a 0 dB, viene 

calcolata quindi ponendo  
 

  
=  , cioè   = 2 rad/s. Questa conclusione poteva essere ottenuta 

osservando i diagrammi asintotici tracciati. 

 Il valore della pulsazione critica si può calcolare attraverso il seguente calcolo: 

  = ∡ (   ) =  ∡(    
     ) =  ∡(     2 ) =     .   

Si calcola quindi che   =   0  |  | =   .  . 

 Lo sfasamento di L(s) è sempre ∡ ( )     0 . Perciò il margine di fase    è infinito. 

Caso b: 

I diagrammi di Bode del modulo e della fase di L(s)=R(s)G(s) sono 
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Le condizioni di applicabilità del criterio di Bode sono verificate. Infatti 

 L(s) non presenta poli a parte reale positiva. 

 Il diagramma del modulo di L(s) attraversa una sola volta, dall’alto in basso, l’asse a 0 dB. 

 L(s) è strettamente propria.  

Si consideri che: 

 Dato che sono presenti due poli complessi coniugati aventi pulsazione critica   =   rad/s, in 

corrispondenza di tale punto lo sfasamento dovuto ai poli complessi coniugati è esattamente pari 

a -90 gradi.  

 Il diagramma della fase di L(s) presenta sfasamento costante di -90 gradi dovuto al polo 

nell’origine. 

 Lo sfasamento totale di L(s) in corrispondenza di   =   rad/s è pertanto -180 gradi.  

 Il guadagno di L(s) è  =  >0, e la pulsazione critica      rad/s. 

Da queste osservazioni si conclude che lo sfasamento critico è 

  = ∡ (   )     0, e quindi il margine di fase di L(s) è   =   0  |  |  0. In base al criterio di 

Bode, il sistema ad anello chiuso corrispondente è instabile. 

 

Caso c: 

I diagrammi di Bode del modulo e della fase di L(s)=R(s)G(s) sono 
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Le condizioni di applicabilità del criterio di Bode sono verificate. Infatti 

 L(s) non presenta poli a parte reale positiva. 

 Il diagramma del modulo di L(s) attraversa una sola volta, dall’alto in basso, l’asse a 0 dB. 

 L(s) è strettamente propria.  

Si calcola che: 

 Il margine di fase di L(s) è   >0 in quanto la fase critica  0    >-180. 

 Il guadagno di L(s) è  =  >0 

In base al criterio di Bode, il sistema ad anello chiuso corrispondente è asintoticamente stabile. 

Inoltre: 

 Come nel caso a, l diagramma asintotico, per    , ha l’andamento di  ( ) =
 

  
. Il valore di   , 

cioè la pulsazione in corrispondenza della quale avviene l’attraversamento dell’asse a 0 dB, viene 

calcolata quindi ponendo  
 

  
=  , cioè   = 2 rad/s. Questa conclusione poteva essere ottenuta 

osservando i diagrammi asintotici tracciati. 

 Il valore della pulsazione critica si può calcolare attraverso il seguente calcolo: 

  = ∡ (   ) =   0  ∡(  2 )  ∡(    
     ) =  2      .  =     .   

Si calcola quindi che   =   0  |  | =  .  . 

 Lo sfasamento di L(s) è sempre ∡ ( )     0 . Perciò il margine di fase    è infinito. 

 

B. Si confrontino le prestazioni ottenibili con i regolatori, visti al punto A, che garantiscono asintotica 

stabilità al sistema ad anello chiuso, in termini di: 

a. “Robustezza” della proprietà di stabilità. 

b. Risposta statica (a transitorio esaurito) del sistema ad anello chiuso ad un segnale di 

riferimento a scalino   ( ) =    ( ). 

c. Risposta dinamica del sistema ad anello chiuso ad un segnale di riferimento a scalino 

  ( ) =    ( ). Si confrontino le costanti di tempo e le sovraelongazioni percentuali 

(  =  00         
 
). 

d. Attenuazione di rumore di misura sinusoidale  ( ) = sin (20 ). 

Si considerano ora solo i due casi in cui il sistema di controllo risulta asintoticamente stabile, (Caso a e 

Caso c). 

a. I parametri di robustezza sono margine di guadagno (   è infinito in entrambi i casi in esame) e 

il margine di fase(  =   .                       =  .             ). Il sistema di controllo 

del Caso a risulta essere più robusto rispetto a possibili sfasamenti (dovuti, ad esempio, a ritardi). 

b. Nel Caso a il tipo di L(s) è g=0 e il guadagno della funzione di sensitività complementare risulta 

   =
 

   
=
 

 
 

Nel Caso c il tipo di L(s) è g=1 e il guadagno della funzione di sensitività complementare risulta 

essere pari a    =  . Si conclude quindi che il sistema di controllo del Caso c ha una precisione 

statica migliore del sistema di controllo del Caso a. 



c. In entrambi i casi in esame si ha che       , da cui segue che la funzione di trasferimento 

approssimante della funzione di sensitività complementare è la seguente: 

     ( ) =
  

  2
 
ω 
  

  

  
 

 

Dove: 

o Caso a: 

   =
 

 
 

   
  

   
= 0.   

  ω = ω = 2 rad/s 

  =
 

   
=  .   unità di tempo 

   =  2  

o Caso c: 

   =   

   
  

   
= 0.0  

  ω = ω = 2 rad/s 

  =
 

   
=   unità di tempo 

   =  0  

Si può concludere che, nel Caso c, la precisione dinamica è peggiore (maggiore sovra elongazione 

percentuale) e il tempo di assestamento è maggiore che nel Caso a. 

d. In entrambi i casi in esame si ha che la pulsazione  = 20 rad/s della sinusoide in ingresso è 

maggiore di   = 2 rad/s e che | ( 20)|  | ( 20)|    0  = 0.0 . L’ampiezza della 

sinusoide in uscita in condizioni stazionarie in risposta all’ingresso  ( )  = sin ( 0  )risulta 

quindi essere pari a | (  0)| = 0.0 . 

ESERCIZIO 4 

A. Si enunci con precisione il criterio di Bode, specificando le sue condizioni di applicabilità e il 

contesto in cui si applica. 

Si veda il testo adottato. 

B. Si determini se sono verificate le condizioni di applicabilità del criterio di Bode nei casi dei sistemi 

rappresentati dai seguenti diagrammi di Bode asintotici, giustificando brevemente la risposta. 

Le condizioni di applicabilità da noi considerate sono le seguenti: 

i. L(s) non presenta poli a parte reale positiva. 

ii. Il diagramma del modulo di L(s) attraversa una sola volta, dall’alto in basso, l’asse a 0 dB. 

iii. L(s) è strettamente propria.  

In nessun caso vengono verificate le ipotesi di applicabilità del criterio di Bode. Ad esempio, si nota che: 

 Il sistema nel grafico A viola la condizione ii. 

 Il sistema nel grafico B viola la condizione i. Infatti la funzione di trasferimento presenta un 

polo in corrispondenza di ω=   ma tale polo ha parte reale positiva (conferisce uno 

sfasamento positivo). 



 

  

C. Si determini se sono verificate le condizioni di applicabilità del criterio di Bode nei casi dei sistemi 

rappresentati dai seguenti diagrammi di Nyquist, giustificando brevemente la risposta. 
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In nessun caso vengono verificate le ipotesi di applicabilità del criterio di Bode. Ad esempio, si nota che: 

 Il sistema nel grafico C viola la condizione ii. Infatti il modulo di G(s) è nullo, per  = 0, supera 

il valore 1=0dB per valori crescenti della pulsazione e, per    , tende a 10. Inoltre, per 

quest’ultimo motivo, la funzione di trasferimento  si rivela propria non strettamente. 

 Il sistema nel grafico B viola la condizione ii. Infatti il modulo di G(s) è minore di 1 per  = 0, 

supera il valore 1=0dB per valori crescenti della pulsazione e, per    , tende a 0. 
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